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Introduccion

La filosofia de las matematicas puras se ocupa de dos grandes grupos de cuestiones. Uno pertenece
a la ontologia de las entidades matematicas y el otro a la epistemologia de los conceptos y juicios
matematicos (Avigad 2007). La naturaleza y existencia de objetos matematicos (por ejemplo,
numeros y formas geométricas), la existencia y calificaciones de infinitos (por ejemplo, magnitudes
infinitas y colecciones infinitas de niimeros o cosas numeradas), y la existencia y calificaciones
de continuos son algunos de los mas significativos. Cuestiones ontoldgicas que preocupan a los
filosofos de las matematicas. Por otro lado, algunos de los temas epistemoldgicos mas importantes y
desafiantes sobre las matematicas son los siguientes: los mecanismos a través de los cuales captamos
el conocimiento matematico, el estado epistémico de los axiomas y principios matematicos, la
naturaleza de las pruebas matematicas (que se pueden escribir en papel) y su conexion con lo que
sucede en la mente de los matematicos, y el papel del conocimiento matematico para lograr una
mejor comprension del mundo fisico.

Es bien sabido que la civilizacion islamica medieval desempefid un papel fundamental en el
desarrollo historico de los aspectos técnicos de las matemadticas. Sobre los hombros de sus
ancestros preislamicos griegos, indios y persas, los matematicos musulmanes han hecho numerosas
innovaciones en varias ramas de las matematicas y han escrito una gran cantidad de libros y ensayos
que presentan nociones matematicas y prueban teoremas matematicos (Al-Daffa 1977 , R. Rashed
1984b [1994], 1996 [2012], 2015, Berggren 2016). Sin embargo, es muy dificil (si no imposible)
encontrar un libro de la época islamica medieval que se dedique exclusivamente a un estudio
exhaustivo y sistematico de la filosofia de las matematicas. No obstante, muchas de las cuestiones
filosoficas sobre las matematicas antes mencionadas han sido abordadas, por grandes pensadores
medievales musulmanes, en diversas obras cuyo tema central eran las matematicas, la fisica, la
metafisica o incluso la teologia (kalam). Al juntar estos compromisos dispersos, queda claro que,
aunque la filosofia de las matematicas nunca ha sido tratada como una disciplina independiente en



el mundo islamico medieval, los pensadores
propusieron ideas y
argumentos muy interesantes y profundos

musulmanes ideas,
sobre al menos algunos temas filosoficos
relacionados. a las matematicas Esta entrada
revisa brevemente los ejemplos mas notables
de tales ideas y argumentos, algunos de
los cuales han sido objeto de debates y
discusiones de larga data entre pensadores
musulmanes. En consecuencia, los trabajos
matematicos técnicos de los eruditos arabes y
musulmanes se discutiran solo en la medida en
que contengan materiales relacionados con la
filosofia de las matematicas.

1. ONTOLOGIA DE LAS
MATEMATICAS

1.1 Lo que no son objetos matematicos

Las huellas de los puntos de vista filosoficos
de Pitagoras y Platon con respecto a la
naturaleza de los objetos matematicos se
pueden encontrar en las obras de los primeros
pensadores musulmanes. Esto podria deberse
en parte a las primeras traducciones arabes
de obras de matematicos pitagéricos y
platénicos. La mayoria de los matematicos de
la tradicion de Nicémaco, Proclo y Jamblico
eran pitagoricos y platonicos (Endress 2003).
Algunas de sus obras mas importantes han
sido traducidas al arabe y han influido en
matematicos y filésofos musulmanes. Por
ejemplo, la Introduccién a la aritmética de
Nicomaco fue traducida al arabe por Habib
Ibn Bahriz (m. a principios del siglo IX) del
siriaco y por Thabit Ibn Qurra (m. 901) del
griego (Brentjes 2022: sec. 1). La inspiracion
de los enfoques pitagdricos y platonicos de
la filosofia de las matematicas es facilmente
detectable, por ejemplo, en las obras de los
Hermanos de la Pureza (Ikhwan al-safa’)
y los primeros mutazilitas (Los Hermanos
de la Pureza [Epistolas]; Endress 2003: 132
—33; Marquet 2006; Fazlioglu 2014: 2; El-
Bizri 2018; Baffioni 2022). Las principales
caracteristicas del pitagorismo y el platonismo
con respecto a la ontologia de las matematicas

pueden ser capturadas por las siguientes tesis
(Zarepour 2019: 198):

Separacion de objetos matematicos (SM):
Los objetos matematicos son sustancias
inmateriales independientes, completamente
separadas (mufariq) de la materia y los objetos
materiales.

Principalidad de los Objetos Matematicos
(PM): Los objetos matematicos son los
principios (mabadi’) de las cosas naturales.
Los objetos matematicos tienen algun tipo de
primacia sobre las formas naturales, lo que
hace que estas ultimas dependan (o se basen o
sean causadas por) las primeras.

Platon estaba comprometido con ambas tesis.
Por el contrario, los pitagéricos respaldaron
solo la ultima tesis. Esto es asi al menos
si confiamos en el informe de Aristoteles
(Metafisica 987b23-987b25). Aunque el
pitagorismo considera que los numeros son
las causas y los principios de todas las demas
cosas existentes, no trata a los nimeros como
entidades necesariamente separadas de la
materia (Zhmud 1989; De Smet 2022). Desde
nuestra perspectiva actual, esto es hasta cierto
punto sorprendente porque, en comparacion
con (PM), (SM) parece gozar de una mayor
plausibilidad prima facie. Pero precisamente
por la presencia de fuertes tendencias hacia
el pitagorismo en el pensamiento islamico
primitivo (Brentjes 2022), (PM) fue defendido
mas explicitamente que (SM). En cualquier
caso, la critica brutal de Avicena a estas dos
tesis (junto con su critica mas general a la
teoria platonica de las formas universales
separadas) hizo que el
el platonismo  fueran

pitagorismo y
extremadamente
impopulares en la filosofia post-aviceniana.
En la Metafisica de “La Curacidén”, Avicena
(m. 937) argumenta contra (SM) y (PM) no
solo rechazando los argumentos atribuidos
a los defensores de estas dos tesis (Avicena
[Met.]: cap. VIL.2) sino también desarrollando
sus propios argumentos positivos contra ellos
(Avicena [Met.]: cap. VIL.3).

Segun un argumento que Avicena atribuye a
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los defensores de (SM), por un lado, los objetos
matematicos estan separados en definicion (o
en mente). Pueden definirse (o concebirse) sin
referencia a la materia oa los seres materiales.
Por otro lado, todo lo que esta separado en
definicion (o en mente) esta separado en
existencia. Por lo tanto, concluye el argumento,
los objetos matematicos tienen una existencia
separada. Existen como seres completamente
separados que no tienen asociacidbn con
la materia o los seres materiales (Avicena
[Met.]: cap. VIL2, sec. 5). Sin embargo,
Avicena encuentra deficiente este argumento.
Argumenta que hay una diferencia entre (a)
definir (o concebir) algo sin la condicién de
materialidad y (b) definir (o concebir) algo
con la condiciéon de inmaterialidad. Dice
que los objetos matematicos estan separados
en definicion solo en el sentido de (a).
Pero la segunda premisa del argumento en
discusion es verdadera solo si la separacion
en definicion se considera en el sentido de (b).
El mero hecho de que algo pueda definirse sin
la condicion de materialidad no implica que
esa cosa pueda existir en el reino extramental
completamente separada de la materia. Pero
los objetos matematicos no pueden definirse
con la condicién de inmaterialidad. No es
plausible suponer la inmaterialidad como un
componente esencial de las definiciones de los
objetos matematicos, o eso afirma Avicena.
Por lo tanto, este argumento es falaz y no
puede establecer (SM) (Avicena [Met.], cap.
VIL.2, secs. 16—17; Marmura 2006: 360-63;
Porro 2011: 292-93; Zarepour 2019: sec. 4.1).
Un argumento simple que Avicena atribuye
a los defensores de (PM) es el siguiente: los
objetos matematicos estan separados. En otras
palabras, (SM) es verdadera. Ademas, los
principios (o causas) de las cosas materiales
no pueden ser materiales en si mismos. Deben
estar separados. Por lo tanto, los objetos
matematicos son los principios de las cosas
materiales (o naturales) (Avicena [Met.]:
cap. VIL.2, sec. 7). Avicena piensa que este
argumento no solo no es solido debido a

la falsedad de (SM) sino que también es
invalido. Incluso si aceptamos que los objetos
matematicos estan separados y que los
principios de las cosas naturales deben estar
separados, no podemos concluir validamente
que los objetos matematicos son los principios
de las cosas naturales. Podrian existir otras
cosas separadas no matematicas que forman
los principios de los seres naturales. El
argumento en cuestion es valido solo si
presuponemos que los objetos matematicos
son los unicos existentes separados. Pero esto
es algo de lo que no tenemos pruebas. Por
lo tanto, este argumento no establece (PM)
(Avicena [Met.]: cap. VIL.2, sec. 21; Marmura
2006: 365-66; Porro 2011: 294; Zarepour
2019: sec. 4.2).

El propio argumento de Avicena en contra de
la separacion o inmaterialidad de los objetos
matematicos se puede resumir de la siguiente
manera: Hay algunos objetos matematicos en el
mundo sensible. De lo contrario, no podriamos
captar sus conceptos (p. ej., los conceptos
triangulo, circulo, dos, etc.) (Avicena [Met.]:
sec. VIL.3, sec. 1). Ahora bien, si también hay
algunos objetos matematicos completamente
separados (totalmente separados del mundo
sensible), entonces estos dos grupos de objetos
matematicos (sensibles/no separados y no
sensibles/separados) deben compartir esencias
y definiciones similares (Avicena [Met. [:
capitulo VIL.3, seccion 2). De lo contrario,
no hay forma de que podamos conocer
objetos materiales separados. Esto se debe a
que no parece que tengamos ningun acceso
directo a un reino de objetos matematicos
completamente inmateriales (Esto nos recuerda
el desafio epistemologico de Benacerraf
(1973) al platonismo matematico). Incluso si
tales cosas existen, las conocemos so6lo por
la mediacion de conocer sus contrapartes
sensibles. No tenemos justificacion para la
existencia de objetos matematicos separados
que no tienen una contrapartida sensible
en el mundo material. Pero esto deja
injustificada la afirmacion de que los objetos



matematicos pueden ser esencialmente
inmateriales y separados. Avicena considera
que este argumento establece que (SM) es
[Met.], cap. VIL3,

sec. 3; Zarepour 2019: sec. 5). Mas adelante

inverosimil (Avicena

veremos que este argumento revela aspectos
interesantes de las explicaciones de Avicena
sobre la epistemologia y la ontologia de las
matematicas.

Finalmente, Avicena argumenta que incluso
si existen objetos matematicos separados,
no pueden ser los principios (o causas) de
las cosas naturales. Parece intuitivamente
plausible que si un objeto matematico
separado es el principio de cualquier material
existente, debe ser en primer lugar el principio
de su propia contraparte sensible. Tenga en
cuenta que, segun Avicena, la afirmacion de
que existe un objeto matematico separado,
digamos un tridngulo, no puede justificarse
a menos que hayamos llegado a conocerlo a
través del conocimiento de una contraparte
sensible que existe en el mundo material.
Ahora bien, si ese triangulo separado es la
causa de cualquier cosa material, debe ser
en primer lugar el principio de su propia
contraparte sensible, o eso cree Avicena.
Pero si el tridngulo sensible es causado por
el triangulo separado, entonces podemos
preguntar legitimamente por qué el primero
necesita del segundo. Es la esencia o (algunos
de) los accidentes del tridangulo sensible lo
que lo hace dependiente de su contraparte
separada. Sin embargo, si se debe a la esencia
del triangulo sensible, entonces el propio
triangulo separado necesita un principio.
Esto se debe a que los triangulos separados
y sensibles comparten la misma esencia.
Asi, si es la esencia del tridngulo sensible lo
que le hace necesitar el tridngulo separado,
entonces el tridngulo separado (que tiene la
misma esencia que su contraparte sensible)
debe ser causado por otro triangulo separado.
Repitiendo la misma linea de argumentacion,
podemos concluir que debe existir una cadena
infinita de tridngulos causalmente conectados.

Dado que tales regresiones infinitas son
inaceptables, lo que hace que un objeto
matematico sensible necesite su contraparte
separada no es su esencia compartida. Pero
también es imposible que (algunos de) los
accidentes de un objeto matematico sensible
lo hagan depender de su contraparte separada.
Los accidentes del objeto sensible no existen
a menos que ese objeto mismo exista. Pero
también se supone que el objeto sensible
mismo no existe a menos que exista el objeto
separado. Esto significa que el objeto separado
tiene algun tipo de prioridad explicativa sobre
los accidentes del objeto sensible. Por lo
tanto, los accidentes de un objeto matematico
sensible no pueden explicar, de manera no
circular, por qué este objeto necesita su
contraparte separada (Avicena [Met.]: cap.
VIL3, sec 4). Asi, parece que no hay una
justificacién convincente de por qué un objeto
matematico separado debe ser la causa de su
contraparte sensible, y mucho menos la causa
(o principio) de cualquier otra cosa natural.
Avicena toma este argumento como una
refutacion (PM).

Estos argumentos muestran que los objetos
matematicos no son entidades separadas
separadas  del
sensible ni las causas de las cosas naturales.

completamente mundo
La refutacion de Avicena del platonismo y
el pitagorismo con respecto a los objetos
matematicos fue tan convincente e influyente
que estos enfoques desaparecieron casi por
completo en la filosofia postavicena. Esto fue
asi a pesar de la fuerte presencia de elementos
pitagoricos y/o platénicos en otros aspectos
(es decir, no matematicos) de la filosofia de
algunos pensadores post-avicenianos, como
Suhrawardi (m. 1191) (Walbridge 2000; De
Smet 2022). Los detalles de algunas criticas
avicenianas de (SM) y (PM), que generalmente
se tomaban como partes auxiliares de la critica
general de Avicena a la explicacion platonica
de las formas universales, fueron, por
supuesto, criticados por filosofos posteriores

(Arnzen 2011; Benevich 2019). Estas criticas
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no revivieron el platonismo matematico y/o el
pitagorismo en la filosofia islamica posterior
a Avicena. Dicho esto, las discusiones sobre
la debilidad y la fuerza de los argumentos a
favor y en contra del platonismo matematico
continuaron siendo de interés para los
filbsofos post-avicenianos. Quizas la obra
mas importante en la que se recopilan tales
argumentos es un libro, titulado Las formas
inteligibles platonicas, escrito entre 1329 y
1339, por un autor desconocido (ver el texto
arabe del libro en Badawi 1947: 1-145, y su
version en aleman). traduccién en Arnzen
2011: Apéndice 1).

1.2 Qué son los objetos matematicos

Ahora que sabemos qué objetos matematicos no
lo son para los filosofos musulmanes, debemos
preguntarnos cuales lo son. En su Metafisica
(VL.1,1026a13-19)
diferentes ciencias teodricas segun el estatus

Aristoteles clasifica
ontoldgico de los objetos que estudian (Cleary
1994). Los principales criterios de Aristoteles
para distinguir las diferentes ciencias entre si
son el alcance y la calificacion de la asociacion
de la materia de las ciencias con el movimiento
y la materialidad. Empleando un enfoque
similar, en su Los objetivos de la metafisica de
Aristoteles (Maqgala fi aghrad kitab ma ba‘d al-
tabi‘a), al-Farabi (m. 950) argumenta que los
temas de las matematicas, es decir, los objetos
matematicos, son abstractos (mujarrad) de la
materia en estimacion (wahm) pero no en el
mundo extramental. Por un lado, los objetos
matematicos se diferencian de los objetos que
estudia la metafisica porque estos ultimos estan
totalmente desligados de la materia tanto en
la estimacién como en el mundo extramental.
Por otro lado, los objetos matematicos se
diferencian de los objetos fisicos sensibles
porque no se pueden separar de la materia, ni
en la estimacion ni en el mundo extramental.
Asi, las matematicas ocupan una posicion
intermedia entre la metafisica y la fisica. La
asociaciéon de los objetos matematicos con
la materia es mas fuerte que la de los objetos
de la metafisica pero mas débil que la de los

objetos de la fisica. (El arabe original del libro
de al-Farabi se puede encontrar en al-Farabi
1890: 34-38 y Kiankhah 2015: 147-57. Para
dos traducciones al inglés, consulte Bertolacci
2006: 66—72 y McGinnis & Reisman 2007: 78
-81).

En su Enumeracion de las ciencias ('Thsa’ al-
‘ulam), al-Farabi presenta una discusion mas
detallada de la ontologia de las matematicas.
Distingue las matematicas aplicadas/practicas
(‘amali) de las matematicas puras/tedricas
(nazari). Los objetos de la aritmética aplicada
son los nimeros, ya que estan asociados
a cosas sensibles. La aritmética aplicada
considera el numero de cosas sensibles que
existen en el mundo material. Por el contrario,
la aritmética pura considera una concepcion
absoluta del ntimero y la pluralidad. Estudia
los nimeros que se abstraen de todas las
cosas numeradas del mundo sensible. De
manera similar, la geometria aplicada
considera las propiedades geométricas de
objetos fisicos especificos, mientras que la
geometria pura trata con formas geométricas
independientemente de si estan unidas o no a
objetos fisicos especificos (al-Farabi [Enum]:
cap. 3; Endress 2003: 13940 ).

Siguiendo la linea principal del enfoque de
al-Farabi, Avicena desarrolla una discusion
mas detallada sobre la division de las ciencias
(Marmura 1980; Gutas 2003) segtn la cual
los objetos matematicos existen en el mundo
extramental en asociacion con determinadas
especies de materia (por ejemplo, madera ,
oro, etc). A través de la funcion de la facultad
de estimacion, los objetos matematicos
pueden ser abstraidos en la mente de las
especies especificas de materia a las que
estan apegados en el mundo extramental. Sin
embargo, todavia deben concebirse como
cosas materiales. En otras palabras, los objetos
matematicos en la mente estan separados de
determinadas especies de materia, aunque no
de la materialidad misma (Avicena [Met]:
cap. 1.2; Di Vincenzo 2021: 20-27). Avicena
argumenta que los numeros (a‘dad) y las



magnitudes (maqadir), como los representantes
mas generales de los objetos de la aritmética y
la geometria, respectivamente, son accidentes
(a‘rad) y propiedades de los objetos fisicos
que existen en el mundo sensible (Avicena
[Met]: cap. II1.3-4). Ni los niimeros ni las
magnitudes tienen subsistencia inmaterial
independiente en el mundo extramental. Las
magnitudes (o formas geométricas, para ser
mas especificos) no pueden separarse de la
materialidad ni siquiera en la mente (Avicena
[Met]: cap. I11.4 sec.2 y VII.2, sec. 21).

Por el pueden
considerarse completamente separados de la

contrario, los nameros
materia y la materialidad. Sin embargo, tal
consideracion de los nimeros es mas metafisica
que matematica (Endress 2003: 142; Zarepour
2016: sec. 4). Los nmameros, en tanto sujetos
de estudios matematicos, deben ser receptivos
a la disminucién y al aumento. Por lo tanto,
incluso en la mente, deben concebirse como
propiedades de las cosas materiales (Avicena
[Met]: cap. 1.3, secs. 17-19). En suma, los
objetos matematicos existen en el mundo
extramental como las propiedades de las cosas
fisicas constituidas por determinadas especies
de materia. Los objetos matematicos pueden
abstraerse de estas determinadas especies de
materia en la mente. Pero todavia deben ser
considerados como propiedades de las cosas
materiales. De lo contrario, no pueden ser
objeto de estudios matematicos. La discusion
de Avicena sobre los roles de la facultad de
estimacion y el proceso de abstraccion en los
estudios matematicos se ha interpretado de
dos maneras diferentes. Algunos académicos
(McGinnis  2006; 2017; Ardeshir 2008;
Fazlioglu 2014; Tahiri 2016; 2018) piensan
que los objetos matematicos son en primer
lugar objetos mentales y que la abstraccion
€s un mecanismo para construir objetos
matematicos. Al atribuir una vision literalista
a Avicena, algunos otros (Marmura 1980;
2005; Zarepour 2016; 2021; McGinnis 2019)
argumentan que los objetos matematicos
existen literalmente en el mundo fisico y que

la abstraccién es un proceso cognitivo para
captar conceptos matematicos, en lugar de
producir objetos matematicos.

Estas  diferentes interpretaciones  nos
recuerdan el contraste entre las lecturas
literalista ~ (Mueller  1970; 1990) 'y
abstraccionista (Lear 1982; Hussey 1991)
de la ontologia matematica de Aristoteles.
La objecion mas obvia a la vision literalista
es que, a diferencia de los objetos fisicos,
que son inexactos e imperfectos, los objetos
matematicos parecen ser perfectos y exactos
(o idealizados). Por ejemplo, parece que no
existe ningin objeto fisico perfectamente
circular cuya circunferencia no sea (al menos
en una medida modesta) irregular. Para refutar
esta objecion contra la lectura literalista de la
ontologia de las matematicas de Avicena, se
ha argumentado que respalda la existencia de
objetos matematicos perfectos en el mundo
fisico (Zarepour 2016: sec. 5; 2021: sec. 4).
Estoprobablemente se debaal énfasis de Avicena
y al-Farabi en el papel de la estimacion (wahm)
en la concepcion de objetos matematicos que,
en la filosofia posterior a Avicena, a menudo
se hace referencia a las matematicas como una
ciencia estimativa (wahmi o mawhiim) (Pines
1974). Antes o en la época de Avicena, muchos
pensadores musulmanes habian enfatizado que
los objetos matematicos existen, de una forma
u otra, en el mundo fisico. Por ejemplo, en El
Libro de Instruccion (Kitab al-tathim ([Instr]),
al-BirtinT (m. ~1048) defiende una descripcion
de la naturaleza de los objetos matematicos que
parece tener fuertes afinidades con la lectura
literal de Avicena (Samian 2011; 2014). En
la misma linea, Ibn al-Haytham (m. 1040),
en las primeras paginas de su Resolucion de
Dudas (Hall shukiik, [Dudas]), argumenta
que los objetos geométricos existen en el
mundo sensible. puede ser abstraido de la
materia a través de la actividad de la facultad
de la imaginacion (takhayyul), cuya funcion
en la teoria de la mente de Ibn al-Haytham
es muy similar a la funcién de estimacién
en la psicologia de Avicena. Sin embargo,
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en contraste con Avicena y Aristoteles (De
anima 428a5-18), Ibn al-Haytham piensa
que las formas imaginadas, que se abstraen
de los objetos fisicos, tienen una existencia
mas real. Para él, la existencia real (haqiqq)
de los objetos matematicos se ejemplifica en
la imaginacion y la distincion (tamyiz), otra
facultad cognitiva en la filosofia de la mente
de Ibn al-Haytham, que juega un papel crucial
en la comprension de conceptos universales a
través de la mediacion de formas imaginadas.
(Ver Ighbariah & Wagner 2018: secs. 79-81.
R. Rashed [1993: 2:8-19] cree que hubo dos
pensadores musulmanes diferentes llamados
“Ibn al-Haytham”. Sabra [1998; 2003] rechaza
la opinion de Rashed y aqui sigo la posicion de
Sabra).

En la filosofia posterior a Avicena, la
afirmaciéon de que los objetos matematicos
son mentales (o estimativos o imaginativos)
se convirti6 en la opinion mas popular y
fue enfatizada cada vez mas por diferentes
pensadores. La inclinaciéon hacia este enfoque
se debi6 en parte a las poderosas criticas a
la versién de Avicena de la ontologia de las
matematicas. Por ejemplo, SuhrawardT ofrecio
fuertes objeciones a la existencia de nimeros
en el mundo fisico como accidentes de cosas
sensibles. Considere un grupo de cuatro
individuos. Avicena piensa que la cuaternidad
(Carba‘lya) es un accidente de estas cuatro
personas. Pero Suhrawardi lo encuentra
insostenible. El argumenta que:

o la cuaternidad debe ser completa en cada
uno de los individuos, lo cual no es el caso,
o bien debe haber algo de cuaternidad en
cada uno, que solo puede ser la unidad. Por
lo tanto, o la totalidad de la cuaternidad no
debe tener otro lugar que el intelecto, o bien
ni la cuaternidad ni nada de la cuaternidad
puede estar en cada uno. En esta ultima
suposicion, también, la cuaternidad esta s6lo
en el intelecto. (Suhrawardi, La filosofia de la
iluminacion [1999: 48])).

El cree que es solo nuestra mente la que
puede imponer una unidad a una pluralidad

de cuatro entidades sensibles distintas. No
hay nada en el mundo extramental que pueda
unir naturalmente cuatro cosas separadas
de tal manera que acepten colectivamente
el accidente de la cuaternidad. Por lo tanto,
para Suhrawardi, los ntimeros (y los objetos
matematicos en general) son solo cosas
dependientes de la mente (i‘tibar) (Ziai
1990: 108; Walbridge 2000: 63 y 78-79).
Mulla Sadra (m. 1640) desarrolla una linea
de argumentacion similar. Acepta que hay
pluralidades en el mundo extramental. Pero
insiste en que es solo a través de la actividad
de nuestra mente que un grupo de objetos
distintos puede considerarse una unidad.
No hay nada en el mundo extramental que
otorgue unidad a un grupo arbitrario de
objetos distintos (Mulla Sadra, Al-Shawahid
al-rubtibiya, [1982: 65]). Esta linea de
argumentacion contra la consideracion de los
numeros como propiedades de los objetos
fisicos nos recuerda la critica de Frege a esta
idea (Frege 1884: §§ 21-25).

Un punto de inflexion en la interpretacion
de los objetos matematicos como objetos
mentales es apelar a la nocion de nafs al-’amr
para describir el estado ontologico de los
objetos matematicos y aclarar la naturaleza de
los creadores de la verdad de las proposiciones
matematicas. La frase “nafs al-’amr” significa
literalmente la cosa misma. Pero su contenido
técnico es dificil de capturar en la traduccion.
Aunque esta frase también aparece en los
escritos de Avicena, es probable que sea Nasir
al-Din al-TtGsT (m. 1274) quien utilizo la
frase por primera vez en un sentido técnico y
teorico. Diferentes filosofos han entendido que
esta frase se refiere a diferentes cosas, incluido
el conocimiento divino, el Intelecto Activo, el
reino de las ideas, etc. (Kas 2021; Spiker 2021).
Laimportancia de la teoria de nafs al-"amr para
la filosofia de las matematicas es que puede
permitirnos preservar el realismo del juicio
incluso sin el realismo del objeto. Algunos
filosofos (p. €j., Sayyid al-Sharif al-Jurjani, m.
1413) han utilizado esta teoria para demostrar



que, aunque los objetos matematicos son
meramente estimativos (wahmi) y no tienen
una existencia independiente de la mente,
los juicios matematicos son ciertos (yaqini)
y sus valores de verdad son independientes
de la mente. En otras palabras, con respecto
a las matematicas, el realismo de juicio ain
puede defenderse incluso cuando se rechaza
el realismo de objetos (Fazlioglu 2014; Hasan
2017).

Otro tema importante pertinente a la
ontologia de las matematicas es la naturaleza
de los objetos algebraicos. Una incognita
algebraica (o, una variable algebraica,
como la llamamos hoy) puede referirse
indistintamente a un numero oa una magnitud
geométrica. Entonces, la naturaleza de un
objeto algebraico no es la misma que la
de los numeros o las formas geométricas.
Desafortunadamente, la ontologia hibrida de
este tipo especial de objetos matematicos rara
vez (si es que lo ha sido) se ha discutido como
una ontologia diferente de las de los numeros
y las magnitudes. Pero se ha argumentado que
la familiaridad de filosofos como al-Farabi y
Avicena con la teoria algebraica presentada
por al-Khwarizmi (m. 850) en su Kitab al-jabr
wa al-mugabala los inspiré a desarrollar una
ontologia general de cosas (ashya’) que no es
ni platonico ni aristotélico (R. Rashed 1984a;
2008; 2015: 716-18; 2018).

1.3 Infinito

El problema del infinito es uno de los temas
filosoficos relacionados con las matematicas
que mas se discutié en la filosofia islamica
medieval. Hay muchos tratados que sostienen
que ningun nimero puede ser infinito. Por
ejemplo, en respuesta a una serie de preguntas
planteadas por Abii Miisa ‘Tsa Ibn Usayyid,
Thabit Ibn Qurra analiza la naturaleza de los
nimeros y argumenta que no existe un numero
infinito. Ademads, muestra que los conjuntos
infinitos de numeros pueden ser de diferentes
tamafios (Pines 1968; Sabra 1997; Mancosu
2009: sec. 2; M. Rashed 2009; Zarepour

2020b: sec. 4.2). Yahya Ibn ‘Adi (m. 974),
en su Tratado sobre el Infinito (Maqala fi
ghayr al-mutanahi), proporciona un conjunto
diferente de argumentos para establecer que
el infinito no es predicable de los numeros
(McGinnis 2010: sec. 3). Pero los siguientes
tres argumentos a favor del finitismo son
probablemente los mas discutidos en la
tradicion islamica:

L L

(1) El Argumento de la Colimacién (burhan
al-musamita): Considere la recta L que
comienza en el centro O de un circulo C,
corta la circunferencia de C y se extiende
infinitamente. Supongamos, ademas, que hay
una recta distinta L', que es paralela a L e
infinitamente extendida en ambas direcciones.
Ahora suponga que L comienza a girar
alrededor de O y se acerca a L', mientras que
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L' esta inmévil y fijo. Como resultado, L y
L' se cruzan. Entonces, hay un momento en
el que las dos rectas son paralelas y hay un
momento en el que se cruzan. Por lo tanto,
debe haber un momento de tiempo T y un
punto P en L' en el que las dos rectas se cortan
entre si por primera vez, o eso es lo que dice el
argumento. Pero obviamente no existen tales
TyP.PorcadaTenel que LyL'seintersecan,
podemos encontrar un momento anterior de
tiempo T’ (es decir, T'<T) en el que las dos
rectas ya se intersecan. Entonces, parece que
tenemos una contradiccion. Por un lado, debe
haber un primer momento de interseccion
(o tal es la expectativa de los defensores del
argumento). Por otro lado, no puede haber tal
momento. Por lo tanto, la suposicion inicial
del argumento, que es la existencia de rectas
infinitas, debe rechazarse. No hay magnitud
unidimensional infinita y, en consecuencia, no
hay magnitudes infinitas en general.

Abli  Sahl al-Quhi (m. 1000) propuso
una variacion del escenario anterior, que
probablemente se origind en De Caelo de
Aristoteles (1.5, 272a8-20), para rechazar el
dogma aristotélico de que una distancia infinita
no se puede atravesar en un tiempo finito. Esto
se debe a que el argumento anterior muestra
que L puede atravesar L' en un periodo de
tiempo finito igual a la mitad del tiempo de
rotacion de L alrededor de O durante una ronda
(R. Rashed 1999; McGinnis 2010: sec. 3). Por
el contrario, Avicena emplea el Argumento de
la Colimacion en ciertos lugares (Avicena, Al-
Najat [1985: 233-44]; [Fis. 1]: cap. 1L.8, [8])
para rechazar la posibilidad de movimiento
circular en un vacio infinito y en otros lugares
(Avicena, ‘Uytn al-hikma, cap. 3, 20) para
rechazar la infinitud real de magnitudes
(Zarepour 2020b: sec. 3.1; R. Rashed 2016:
302-6; 2018: sec. 11.2). El argumento de la
colimacion es criticado, entre otros, por Abl
al-Barakat al-Baghdadi (m. 1165) en su Al-
Mu ‘tabar (vol. 2, 83-84 y 86), al-TTsT en su
Talkhts al-Muhassal ([ 1985: 217]), y al-Hill1

(m. 1325) en su Nihaya al-maram fi ‘ilm
al-kalam (vol. 1, 256-258). El argumento
también es defendido, entre otros, por Fakhr
al-Din al-Razi (m. 1209) en su Al-Mabahith
al-mashriqiya (vol. 1, 196) y Mulla Sadra en
su Asfar (vol. 4, 21— 23).

(2) El Argumento de la Escalera (burhan al-
sullam): Si pueden existir rectas infinitas,
entonces puede haber un angulo agudo cuyos
lados sean infinitos. Supongamos que AB y
AC son dos rectas infinitas que se cortan en
Ay forman un angulo agudo. AB y AC se
extienden infinitamente en las direcciones de
B y C, respectivamente. Ahora considere las
rectas paralelas Bi Ci (para numeros enteros
i>1) que cortan AB y AC de modo que la
distancia entre cada dos rectas consecutivas es
igual a la distancia de B1 C1 de A. Por lo tanto,
cada recta es mas larga que la recta anterior
por un longitud fija, digamos d (es decir,
para cada entero i > 1, Bi +1 Ci+ 1— Bi Ci
=d). Ahora considere BC. Esta mas lejos que
cualquier Bi Ci de A. Por lo tanto, BC es mas
largo que cualquier Bi Ci. Esto indica que BC
debe ser realmente infinito. Sin embargo, BC
esta confinado entre dos rectas (es decir, AB y
AC). Termina en B y C. Por lo tanto, también
debe ser finito. En consecuencia, B C debe ser
tanto finito como infinito. Esto es imposible.
Entonces, la suposicion inicial sobre la que
construimos el argumento es falsa. No puede
existir una recta infinita (y, a fortiori, ninguna
magnitud infinita) (R. Rashed 2016; 2018: sec.
11.2; Zarepour 2020b: sec. 3.2).




El argumento de la escalera es una
rehabilitacion de un argumento aristotélico
presentado en De Caelo (1.5, 271b26-272a7).
Avicena discute este argumento en la Fisica
de “La Curacion” (Avicena [Fis. 2]: cap.
II1.8, [7]). El argumento ha sido objeto de
un debate de larga data en la filosofia post-
aviceniana (McGinnis 2018). El argumento
fue criticado, entre otros, por Abi al-Barakat
en su Al-Mu'tabar (vol. 2, 84-86) y Najm
al-Din al-KatibT al-Qazwini (m. 1277) en su
Hikma al-‘ayn ( [2002: 38-39]). Por otro lado,
las defensas del argumento de la escalera se
pueden encontrar, entre otros, en el comentario
deal-Tusisobre los Indicadores y recordatorios
de Avicena (en Avicena [Indicadores]: namat
I, 183-191) y el comentario de Mulla Sadra
sobre Hidaya de al-Abhar1. (Sharh Al-Hidaya
al-Athiriya, 65-69).

(3) El argumento del mapeo (burhan al-
tatabuq o al-tatbiq): Considere una linea
realmente infinita AC que comienza desde
Ay se extiende infinitamente en la direccion
de C. Quite un segmento finito AB desde el
comienzo de AC. Supongamos que B#Csx es
una copia de (y, en consecuencia, de la misma
longitud que) BC. Compara el tamafio de
B#Cx* con AC mapeando el primero sobre el
segundo para que las dos rectas sean paralelas
y B# esté justo enfrente de A. B*Cx debe
extenderse infinitamente en la direccion de
Cx*. De lo contrario, B+Cs seria finito. Esto
significa que BC también seria finito. Como
resultado, AC, que es la suma de BC con el
segmento finito AB, seria finito. Dado que esto
contradice la suposicion inicial de que AC es
en realidad infinita, B+Cx* debe extenderse
infinitamente en la direcciéon de Cx. Pero si
es asi, entonces B+Cx* y AC se corresponden
entre si, en el sentido de que ninguna parte
de uno de ellos queda descubierta por la otra.
Asi, basandonos en la cuarta nocién comun
del primer libro de los Elementos de Euclides
—segun la cual las cosas que se corresponden
entre si son iguales entre si ([1908: vol. 1,
155])— podemos concluir que AC es igual

a BxCx. Esto indica que AC también seria
igual a BC, que es parte propia de AB. Sin
embargo, la quinta nocién comun euclidiana
establece que tal igualdad entre todo y parte
es absurda ([1908: vol. 1, 155]). Por lo tanto,
AC no puede ser igual a BC. En consecuencia,
debe rechazarse la suposicion inicial de que
AC puede ser una recta realmente infinita. No
puede haber tal magnitud realmente infinita.

c+

>e-----97

1
1
1
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Se pueden encontrar versiones anteriores del
argumento del mapeo en diferentes lugares de
la obra de al-Kindi (Rescher & Khatchadourian
1965; Shamsi 1975; Adamson 2007: cap.
4; Zarepour 2020b: n. 52). Avicena presenta
versiones mas precisas de este argumento
(Marmura 1960; McGinnis 2010: sec. 4;
Zarepour 2020b). La fuerza y la precision de
las versiones del argumento que proporcionan
estos pensadores dependen, al menos en parte,
de la precision de su interpretacion de la nocion
de igualdad de magnitudes geométricas. Se ha
demostrado que algunos de los pensadores
musulmanes tienen relatos bastante detallados
de esta nocion (R. Rashed 2019).
Al igual que los otros dos argumentos, el
objetivo principal del argumento del mapeo
es mostrar que en realidad no existe una
magnitud continua infinita. Habiendo leido
los Elementos de Euclides (libros 7-9), los
pensadores sabian que los
nimeros podian representarse facilmente
mediante magnitudes. Por lo tanto, cualquier
argumento a favor de la imposibilidad de las
magnitudes infinitas puede tomarse como
un argumento en contra de la infinidad de
los ntimeros. Pero, (qué hay de colecciones
infinitas? Ninguno de los tres argumentos es
directamente aplicable a colecciones infinitas
de entidades discretas. Sin embargo, se ha
argumentado que Avicena probablemente

musulmanes
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sabia que el Argumento del mapeo podria
modificarse paraqueseaaplicableacolecciones
infinitas de cosas numeradas discretas
(Zarepour 2020b: sec. 4). Los tamaiios de dos
colecciones de entidades discretas se pueden
comparar empleando la misma nocién de
“mapeo” que usamos anteriormente en el caso
de magnitudes continuas. Sin embargo, en el
caso de las colecciones de entidades discretas,
esta nocion debe hacerse efectiva en términos
de correspondencia biunivoca entre los
elementos de las dos colecciones en cuestion.
Dos colecciones de entidades discretas se
corresponden entre si si cada miembro de una
coleccion puede emparejarse con un (y solo
uno) miembro de la otra, de modo que ningliin
miembro de ninguna de estas colecciones
quede sin emparejar. Avicena parece haber
sido consciente de que una coleccion infinita
de entidades discretas puede ponerse en
correspondencia biunivoca con algunas de sus
subcolecciones propias.

Y encuentra esto tan absurdo como la
correspondencia de una magnitud infinita
con su propia submagnitud. Menciona
explicitamente que el argumento del mapeo
puede descartar las posibilidades tanto de
magnitudes infinitas como de colecciones
infinitas de entidades discretas (por ejemplo,
nimeros y cosas numeradas). Sin embargo,
¢l mismo no hace explicito como funciona
realmente este argumento en el caso de cosas
discretas. No proporciona ningun ejemplo
concreto de la aplicacion del Argumento del
mapeo al caso de las colecciones infinitas
de objetos. Tal ejemplo se puede encontrar
en las obras de filésofos post-avicenianos
como Fakhr al-Din al-Razi (Sharh ‘Uyun al-
hikma, al-Tabi‘Tyat [1994: 53]). Al-Ghazalt
(m. 1111) ha mencionado el Argumento del
mapeo en su Magqasid ([2000: 97-98]) y la
transmision mas temprana de este argumento
a la tradicion latina es probablemente a través
de la traduccion latina de Maqasid en el tercer
cuarto del s. XII.

Estos argumentos generalmente se discuten

en el contexto de la fisica. Esto se debe a
que estan disefiados en primer lugar para
mostrar que ningun infinito puede existir
realmente en el mundo fisico. Pero si,
respaldando el literalismo, consideramos los
objetos matematicos como propiedades de
los objetos fisicos, entonces la imposibilidad
de la existencia de infinitos reales en el
mundo fisico implica la imposibilidad de
lineas geométricas infinitamente extendidas
y conjuntos infinitos de nGmeros. Pero
aquellos que rechazan el literalismo sobre la
ontologia de las matematicas tienen puntos
de vista diferentes sobre la aplicabilidad de
tales argumentos a los objetos matematicos.
Por ejemplo, Fakhr al-Din al-Razi cree que
el argumento del mapeo no puede rechazar la
infinitud de la coleccion de niimeros naturales
porque convierte a los objetos matematicos
en entidades completamente inmateriales y
dependientes de la mente (Sharh ‘Uyun al-
hikma, al-Tabi Tyat [1994 : 53-57]). Aunque
podemos apelar al Argumento del mapeo
para rechazar la existencia de una coleccion
infinita de objetos fisicos distintos en el
mundo extramental, este argumento no puede
rechazar la existencia de un nimero infinito
de objetos dependientes de la mente como
los nimeros, o al menos asi lo parece al-Razi.
creer (Zarepour 2020b: 4.1).

Curiosamente, algunos fildsofos musulmanes
han argumentado que incluso la mente tiene
sus propias limitaciones en cuanto a la
percepcion de cosas infinitas. Por ejemplo,
Ibn al-Haytham cree que aunque podemos
imaginar lineas finitas de cualquier longitud
arbitraria (es decir, independientemente de
su longitud), no podemos imaginar una linea
realmente infinita. En consecuencia, aunque
podemos imaginar una linea finita mas larga
que el tamafio del universo, no podemos
concebir una linea realmente infinita. Ibn al-
Haytham sostiene que los infinitos reales no
existen ni en el mundo extramental ni en la
mente (Masoumi Hamedani 2013; Ighbariah
& Wagner 2018: 80).



1.4 Continuidad

Las opiniones de los pensadores musulmanes
sobre el continuo matematico se entrelazan
con la posicién que defienden en el debate
entre el atomismo y el hilomorfismo sobre la
naturaleza del mundo fisico. Para Avicena no
hay brecha entre el mundo fisico y el reino de
los objetos matematicos. Esto es asi al menos
si aceptamos las interpretaciones de Avicena
como un literalista con respecto a la ontologia
de las matematicas. El cree que las magnitudes
geométricas son continuas en el sentido de
que no tienen una parte real. En consecuencia,
las dimensiones fisicas son continuas y no
tienen partes reales. Por supuesto, podemos
dividir cualquier magnitud continua en partes
mas pequefias. En el mundo fisico, existe un
limite inferior practico para la longitud de las
dimensiones fisicas que, en la practica, puede
dividirse en magnitudes mas pequefias. Por el
contrario, en nuestra facultad de estimacion,
este limite desaparece, y todas las magnitudes
son potencialmente infinitamente divisibles. A
pesar de esta diferencia practica, tedricamente
hablando, no hay diferencia entre la estructura
de las lineas geométricas y las dimensiones
fisicas. Como resultado, la continuidad
geométrica implica que el atomismo fisico es
falso. De hecho, Avicena apela a la continuidad
matematica para rechazar el atomismo fisico
(Avicena [Fis. 2]: cap. II1.3-5; Lettinck 1999;
Dhanani 2015; McGinnis 2019: sec. 3).

A diferencia de Avicena, hay filoésofos
que avalan la continuidad matematica y
el atomismo fisico simultineamente. Por
ejemplo, Shahrastani (m. 1153) insiste en
que el juicio de la facultad de estimacion
no es lo suficientemente fiable como para
convencernos de que las magnitudes fisicas
pueden soportar divisiones potencialmente
infinitas. El cree que las magnitudes fisicas no
son infinitamente divisibles. El nimero de sus
partes, ya sean reales o incluso potenciales, es
finito. Shahrastani nos recuerda que aunque
es imaginable que el tamafio del universo

sea infinito, los filésofos suelen rechazar
que el universo sea infinito. Basandose en
un enfoque similar, Shahrastani sostiene
que aunque cada magnitud es imaginable
como infinitamente divisible, existen fuertes
argumentos que muestran que la facultad de
estimacion estd equivocada en este caso y
que ninguna magnitud fisica es infinitamente
divisible. La extensibilidad infinita del tamafio
del universo en la estimacion es compatible
con que el universo sea finito. De manera
similar, la divisibilidad infinita de magnitudes
en la estimacion podria ser compatible con
que tengan solo un nimero finito de partes
(potenciales) en el mundo extramental, o
eso parece creer Shahrastani (al-Shahrastani
Summa philosophiae, 513; McGinnis 2019).
Esto significa que si tomamos los objetos
matematicos como meras construcciones
estimativas, entonces podemos reconciliar
la continuidad puramente matematica con el
atomismo fisico.

Proponiendo una modificacion sutil, Fakhr
al-Din al-Razi (Al-Mantiq, vol. 6, capitulo 6,
63) argumenta contra Democrito que todo lo
que es divisible en la imaginacion es divisible
en el mundo extramental. El cree que hay un
limite inferior a la longitud de las magnitudes
divisibles que podemos imaginar. No es cierto
que toda magnitud, por pequefia que sea, sea
divisible en la estimacion. No rechaza que en
la geometria euclidiana las magnitudes sean
infinitamente divisibles. Pero parece no aceptar
que sea posible hacer una imagen visual
(mediante la facultad de estimar) de todas las
magnitudes de las que podamos hablar en el
contexto de la geometria euclidiana. Abrazando
el atomismo fisico (en sus obras posteriores), al-
Razi niega que la geometria euclidiana continua
pueda representar la estructura real del mundo
extramental (Setia 2006; Eftekhari 2018;
2019). La afirmacion de que la continuidad no
tiene otra realidad que la facultad de estimar
a menudo se reafirma en los trabajos de los
atomistas posteriores como ‘Adid al-Din al-"Tji
(m. 1355) (Hasan 2017: 233-35).
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2. EPISTEMOLOGIA DE LAS
MATEMATICAS

2.1 Captacion de conceptos matematicos

La mayoria de los pensadores musulmanes
que han hablado sobre la epistemologia de
los conceptos matematicos creen que estos
conceptos se forman a través de algunos
mecanismos cognitivos cuya primera entrada
son los datos que recibimos a través de
nuestros sentidos externos. Los detalles de
tales mecanismos son explicados de diferentes
maneras por diferentes fildsofos, dependiendo
de suimagen general de la psicologia cognitiva
humana. Por ejemplo, Avicena presenta un
experimento mental que muestra que no se
pueden comprender conceptos matematicos
sin la percepcion de los sentidos (Avicena
[Met.], cap. VIL.3, sec. 1; Zarepour 2019:
sec. 5; 2021, sec. 3). Esto indica que Avicena
respalda algln tipo de empirismo conceptual
sobre las matematicas. Segun la interpretacion
literal de la ontologia de las matematicas de
Avicena, los objetos matematicos existen en el
mundo sensible como atributos connotativos
no sensibles (ma‘ani) de los objetos fisicos.
Como todos los demas atributos connotativos,
las entidades matematicas son percibidas
por la facultad de estimacion. Por ejemplo,
es la facultad de estimacion la que percibe
la dualidad cuando vemos dos libros. En tal
experiencia, los datos sensibles recogidos por
los sentidos externos serian transferidos a la
facultad de estimacion por mediacion de la
facultad del sentido comtn (hiss mushtarak).
La estimacion nos permite pasar por alto todas
las demads caracteristicas de la experiencia que
hemos tenido y percibir la dualidad que no
es directamente accesible a nuestros sentidos
externos.

Incluso en la explicacion literal de la
ontologia de las matematicas, todavia hay
muchas entidades matematicas con las que
los matematicos podrian involucrarse pero
que no existen en el mundo extramental
(por ejemplo, una forma geométrica

compleja y extraordinaria sin contrapartida
en el mundo sensible). Avicena cree que la
facultad de la imaginacion (mutakhayyila)
puede construir imagenes mentales de tales
objetos analizando, sintetizando, separando y
combinando las imagenes de elementos mas
simples que previamente han sido percibidos
y almacenados en nuestras facultades
cognitivas (Zarepour 2021: sec. 3 ). Pero si
respaldamos la interpretacion abstraccionista
de la ontologia de las matematicas de Avicena,
entonces todos los objetos matematicos son
construcciones mentales. No existe ningin
objeto matematico en el mundo extramental
que pueda ser percibido directamente por
la estimacion. Segun esta interpretacion,
la facultad de estimacion coopera con la
facultad de imaginacion para producir objetos
idealizados, ninguno de los cuales tiene
una contrapartida fuera de nuestras mentes.
Son los actos mentales realizados por estas
facultades los que nos permiten construir
formas geométricas y ntmeros (Ardeshir
2008; Tahiri 2016; 2018).

En cualquier caso, dado que la estimacion
es wuna facultad corporal, no puede
comprometerse con cosas completamente
inmateriales. Entonces, percibe las entidades
matematicas como cosas asociadas con la
materia (aunque no con especies especificas
de ella). Los objetos de estimacion no son
conceptos universales inteligibles. Entonces,
el proceso cognitivo de captar conceptos
matematicos debe completarse agregando el
Intelecto Activo a nuestra historia (Zarepour
2021). En una lectura de la epistemologia de
Avicena (Nuseibeh 1989; Davidson 1992:
cap. 4; Goodman 1992 [2006]; Black 2014),
el acto de la facultad de estimacion prepara
nuestra alma para recibir los conceptos
universales que seran emanados por el
Intelecto Activo. En otra explicacion de la
epistemologia de Avicena (Hasse 2001; Gutas
2012), el Intelecto Activo es simplemente
un reservorio de conceptos inteligibles a los
que encontramos acceso debido a la funcion



preparatoria e ineliminable de las facultades
internas. En suma, la adquisicion de conceptos
matematicos es un proceso que comienza
con la percepcion sensorial y termina con la
funcidn del Intelecto Activo. Y entre estas dos
etapas, la operacion de las facultades internas
en general y las facultades de estimacion
e imaginacion en particular es necesaria e
ineludible.

En las obras de los cientificos contemporaneos
de Avicena se presentan imagenes muy
similares, aunque mucho menos sofisticadas,
del procedimiento para captar conceptos
matematicos. Por ejemplo, Ibn al-Haytham
habla de solo dos facultades: imaginacion
(takhayyula) y distincion (tamyiz). La
imaginacion es la facultad que construye
objetos matematicos idealizados de acuerdo
con las impresiones que nos dejan a través
percepciones
Por ejemplo, la imaginacién nos permite

de  nuestras sensoriales.

abstraer magnitudes geométricas de los
cuerpos sensibles que vemos en el mundo
exterior. Sin embargo, la transicion de las
imagenes de los objetos matematicos a los
conceptos matematicos es algo que debe ser
realizado por la facultad de distincion. Esta
facultad juega un doble papel. Por un lado,
contribuye a analizar, sintetizar, separar y
combinar imagenes previamente percibidas
(o producidas). Este papel se le asigna a
mutakhayyila en la psicologia de Avicena.
Por otra parte, la facultad de distincion es
un reemplazo del Intelecto Activo. En la
filosofia de Ibn al-Haytham, el paso final de la
conceptualizacion lo lleva a cabo la facultad de
distincion. Se ha argumentado que el Intelecto
Activo y la luz divina no juegan ningtn papel
significativo en la teoria del conocimiento de
Ibn al-Haytham (Ighbariah & Wagner 2018).

Desarrollando un relato mas o menos similar
al de Avicena, al-Birlin1 acepta que algunas
entidades matematicas como lineas y puntos
existen en el mundo fisico pero no pueden
ser captadas por nuestros sentidos externos.
Sin embargo, los datos que recibimos a través

de nuestras experiencias sensoriales nos
permiten percibir estos objetos y/o producir
construcciones idealizadas que no existen
en el mundo extramental (Samian 2011). Sin
embargo, no parece tener una imagen clara de
la psicologia cognitiva en la que se distingan
explicitamente los roles de las diferentes
facultades. Por eso oscila entre dos cuadros,
en uno de los cuales la estimacion (wahm) es
la primera facultad para aprehender los objetos
matematicos, mientras que en el otro este
papel debe ser jugado por el intelecto (‘aql).
En el ultimo punto de vista, nada por debajo
del nivel del intelecto puede percibir objetos
matematicos. La vacilacion de al-BirfinT entre
los dos puntos de vista rivales se vuelve mas
evidente especialmente cuando aceptamos que
tanto la version persa como la arabe de Kitab
al-tafhim estan escritas por ¢l mismo. Por
ejemplo, en la version arabe, afirma que los
puntos no pueden ser concebidos por ninguna
otra facultad que no sea el intelecto (al-Birani
[Astro]: 3). En cambio, en la version persa
atribuye este papel a la estimacion (al-Biraini
[Instr]: 7). No parece considerar ningin
limite claro entre lo inteligible (ma‘qal) y lo
estimativo (mawhiim).

En el contexto de las teorias de nafs al-’amr
propuestas  por
posteriores, los

pensadores musulmanes

sentidos  externos, la
estimacion y el intelecto cooperan entre si
para darnos una concepcion de las entidades
matematicas tal como son en nafs al-’amr. Sin
embargo, el proceso a través del cual podemos
tener acceso y conocer el reino de nafs al-
amr no es menos misterioso que el papel del
Intelecto Activo en la filosofia de Avicena.

2.2 Estados Epistemolégicos de los
Principios de las Matematicas

Toda proposicion es una estructura ordenada
constituida a partir de conceptos. Pero para
conocer una proposicion, no basta con
conocer sus componentes conceptuales.
También tenemos que dar algunos pasos mas.

Siguiendo a Aristoteles y Euclides, la mayoria
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(sino todos) los filosofos musulmanes creen en
explicaciones axiomaticas/fundamentalistas
de la epistemologia, segun las cuales todas
las instancias de conocimiento se construyen
finalmente sobre los cimientos (mabadi’) de
conceptos y proposiciones basicos que pueden
conocerse directamente y inmediatamente. Los
conceptos y proposiciones no basicos pueden
derivarse de los basicos mediante definiciones
(ta'arif o hudiad) y silogismos (qiyasat),
respectivamente. Esto significa que después
de adquirir los componentes conceptuales de
una proposicion P, aun debemos seguir los
siguientes tres pasos:

ordenar y combinar los conceptos adquiridos
para formar P como una unidad estructurada,
asentir a la verdad (tasdiq) de las proposiciones
fundamentales, y

estableciendo la verdad de P con algunos
silogismos a partir de las proposiciones
fundacionales.

Para Avicena, la facultad de la imaginacion
juega un papel crucial en los pasos (1) y
(3). La imaginacion nos permite llegar a
proposiciones  significativas  explorando
nuestro almacenamiento de conceptos captados
previamente y combindndolos para crear varias
estructuras ordenadas de conceptos (y examinar
si forman o no una proposicion significativa).
Ademas, la imaginacion nos permite considerar
combinaciones de proposiciones para encontrar
el (los) silogismo(s) adecuado(s) (serie de
consecutivos) que nos pueden llevar a la
proposicion deseada. La parte mas crucial de
este proceso es encontrar términos medios
adecuados para los silogismos que nos pueden
llevar a la conclusion deseada. En la filosofia de
Avicena, la facultad de laimaginacion emprende
esta operacion de busqueda. Una pregunta
inmediata con respecto a este punto de vista es
coémo la imaginacién, como facultad corporal,
puede entretener conceptos universales que se
supone que son entidades inteligibles totalmente
inmateriales. Varias respuestas posibles a esta
pregunta son investigadas, entre otros, por
Gutas (2001), Adamson (2004) y Black (2013).

En la filosofia de Ibn al-Haytham, esta es la
facultad de distincion que juega el papel central
con respecto a (1) y (3). (Mas sobre (3) se dira
en la siguiente seccion).

Las cosas se complican mas cuando pasamos a
(2). Siguiendo la antigua tradicion griega, los
filosofos musulmanes clasifican los principios
fundamentales de las ciencias demostrativas
en tres grupos: nociones/axiomas comunes
(al-ustl al-muta‘arafa), hipodtesis (al-usil
al-mawdii‘a) y postulados (musadarat). En
términos generales, las nociones comunes
son las proposiciones mas obvias que
podemos conocer, los primeros principios que
captamos. Las hipotesis y los postulados no
son tan obvios como los axiomas. En principio
necesitan ser probados. Estos dos grupos de
principios suelen distinguirse en funcion de la
actitud epistémica del alumno que los aprende.
Las hipdtesis son los principios fundamentales
que parecen plausibles para el estudiante
aunque no tenga pruebas para ellos. Por el
contrario, los postulados parecen dudosos para
el estudiante, en el sentido de que podria tener
algunos sentimientos e ideas en contra de la
plausibilidad de estos principios. El ejemplo
de postulados mas repetido en las obras de
los pensadores musulmanes medievales es
probablemente el postulado de las paralelas
de la geometria euclidiana. Esta clasificacion
es defendida, entre otros, por al-Nayrizi (d.
922; en Besthorn & Heiberg 1893: 14-26),
al-Farabi (Al-Mantiq, caps. 87-90), Avicena
(al-Burhan, cap. . 1.12), y al-TusT (Asas al-
‘igtibas, cap. V.1.15).

Dado que las hipotesis y los postulados
matematicos deben eventualmente probarse
sobre la base de proposiciones previamente
conocidas, parece que el estatus epistémico
de las proposiciones matematicas depende, al
final, de como captamos el mas obvio de estos
principios. En otras palabras, parece que todas
las proposiciones matematicas pueden derivarse
de axiomas a través del mecanismo totalmente
a priori (= independiente de la experiencia
sensorial) del silogismo demostrativo.



Los pensadores musulmanes no tienen
consenso sobre el estatus epistémico de
los principios de las matematicas y los
mecanismos cognitivos a través de los cuales
asentimos a la verdad de estos principios.
Por ejemplo, se puede demostrar que, segin
Avicena, cada proposicion basica de las
matematicas estd incluida en awwaliyat (datos
primarios) o fitrTyat (o, mas completamente,
muqgaddamat fitriyat al-qiyas, que se traduce
como ‘datos con datos integrados’). en
silogismos’ de Gutas (2012). “El todo es mayor
que la parte” y “cuatro es par” son dos de los
ejemplos mas famosos, respectivamente,
de awwallyat y fitrTyat. Segun Avicena, los
awwallyat no tienen términos medios y, por lo
tanto, no se puede hacer ningun silogismo para
demostrarlos.

Son demasiado basicos y obvios para necesitar
unaprueba(oparaserdemostrables). Tan pronto
como captamos todos los conceptos a partir
de los cuales se constituye una proposicion
awwall, asentimos inmediatamente a la verdad
de esa proposicion. Estas proposiciones son
evidentes y necesarias. Nadie puede tener
una duda racional sobre ellos. A diferencia
de awwaliyat, fitrTyat tiene términos medios
y debe probarse. Sin embargo, el silogismo
a través del cual se debe establecer una
proposicion fitri es tan simple que tan
pronto como se captan el término menor (es
decir, sujeto) y el término mayor (es decir,
predicado), el término medio aparece en la
mentey la verdad de se asiente esa proposicion.
Por ejemplo, inmediatamente después de
captar los conceptos cuatro e incluso, aparece
en nuestra mente el concepto divisible-por-dos
y podemos afirmar el hecho de que “(todos)
los cuatro son pares” a través del siguiente
silogismo (Mousavian & Ardeshir 2018):
(Cada) cuatro es divisible por dos.

(Todo) divisible por dos es par.
Por lo tanto:

(Cada) cuatro es par.
Las verdades tanto de awwaliyat como de

fitriyat se aceptan mediante la operacion
natural (fitra) del intelecto. Entonces, después
de comprender sus componentes conceptuales,
podemos comprender estas proposiciones sin
apelar a los datos que recibimos de nuestras
experiencias sensoriales. Estas proposiciones
se constituyen a partir de conceptos no a priori.
Pero después de captar sus componentes
estas proposiciones pueden
justificarse a través de mecanismos a priori.

conceptuales,

Debemos tener cuidado, sin embargo, de
que una prioridad no implique innatismo
en el sentido de ser dado al nacer. Avicena
rechaza que poseamos cualquier instancia de
conocimiento proposicional al nacer. (Para
conocer diferentes puntos de vista sobre el
estado epistémico de los awwaliyat y fitiTyat
avicenianos, consulte Zarepour 2020a; 2020c;
Gutas 2020).

Se pueden encontrar relatos mas o menos
similares de las proposiciones basicas de las
matematicas en filésofos como al-Farabi y
al-Tust. Sin embargo, tanto algunos de los
contemporaneos de Avicena como algunos
pensadores posteriores a Avicena adoptaron
un enfoque mas empirico y/o mas escéptico de
la verdad de las proposiciones matematicas.
Por ejemplo, en su primer comentario
sobre los Elementos de Euclides, Sharh
musadarat, Ibn al-Haytham sigue la opinion
dominante de que las proposiciones basicas
de las matematicas son evidentes, necesarias y
racionalmente indudables. Pero, en su segundo
comentario, Hall shukiik ([Dudas]), respalda
una posicidn mas empirica y argumenta que
adquirimos estas instancias de conocimiento
al enfrentarnos a un uso frecuente de ellas en
la vida diaria. Consideremos, por ejemplo, la
nocién comun “las cosas que se corresponden
entre si son iguales entre si”. Ibn al-Haytham
dice que aceptamos esta proposicion porque
hemos visto repetidamente que cuando un
Cuerpo se mapea o se superpone a otro cuerpo
y sus longitudes no se superan, nuestro
intelecto (‘aql) juzga que estos cuerpos (0, mas
precisamente, sus longitudes) son iguales. Sin
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tener tales experiencias, no podriamos llegar
a asentir a la verdad de este axioma. Por lo
tanto, nuestro conocimiento de tales axiomas
depende en cierta medida de la experiencia
sensorial (Ibn al-Haytham [Dudas]: 31; R.
Rashed 2019).

En su Optica (Sabra 1989), Tbn al-Haytham
presenta un tratamiento interesante del
principio “el todo es mayor que la parte”,
que tiene sorprendentes similitudes con el
tratamiento de fitrTyat de Avicena. Argumenta
que este principio puede probarse mediante el
siguiente argumento:

El todo supera a la parte.

Todo lo que excede a otra cosa es mayor que
ella.

Por lo tanto:

El todo es mayor que la parte.

Las premisas mismas de este argumento
deben justificarse a través de la operacion
del intelecto o la facultad de distincion
(para usar la propia terminologia de Ibn al-
Haytham) sobre los datos que recibimos a
través de nuestros sentidos (Sabra 1989: vol.
I, 133-34; Ighbariah & Wagner 2018). Los
rastros de estas actitudes hacia los axiomas y
las nociones comunes se pueden encontrar en
los trabajos de Fakhr al-Din al-Razi y algunos
de mutikallimiin posteriores (Morrison 2014:
220-22; Hasan 2017: sec. 2.4.2; Ighbariah y
Wagner 2018: 66—68).

2.3 Ars Analytica y Ars Inveniendi (El arte del
analisis y el arte del descubrimiento)

Vale la pena mencionar que los pensadores
musulmanes también han desarrollado
interesantes teorias sobre coémo podemos
llegar a las proposiciones desconocidas de
las matematicas a partir de las conocidas. En
otras palabras, han ofrecido explicaciones

detalladas de como se puede tomar el paso
(3) —introducido en la seccion anterior— en
el contexto de las matematicas en general y
de la geometria en particular. Una pregunta
central en este contexto era si y como (y

en qué medida) lo que esta pasando en la
mente de un matematico cuando descubre (o
inventa) una verdad matematica corresponde
a lo que presenta como prueba de este
descubrimiento (o invencion). ) en papel. En
particular, era importante para los pensadores
musulmanes saber si el orden de los pasos
que da un matematico para descubrir una
verdad matematica es idéntico al orden de
las diferentes etapas de las justificaciones que
proporciona para esa verdad.

Uno de los primeros intentos en este contexto
es la teoria de la psicologia de la invencion
matematica de Thabit Ibn Qurra. Sin embargo,
probablemente fue su nieto, Ibrahim Ibn Sinan
(m. 946), quien estableci6 un area de estudios
independiente pertinente a las preguntas antes
mencionadas en su Sobre el método de analisis
y sintesis en los problemas de geometria (R.
Rashed & Bellosta 2000 : cap. I). Clasifica
los problemas geométricos en diferentes
grupos en funcién de diferentes criterios
y, proporcionando ejemplos  concretos,
explica como se debe analizar cada grupo de
problemas (tahlil) y como se puede sintetizar
una solucion para ellos (tarkib). Destaca los
posibles errores y desaciertos que se pueden
cometer en el proceso de andlisis y sintesis y
explica como se pueden evitar. La siguiente
figura importante en esta area es al-Sijz1 (d.
~1020), quien escribié un libro (Tratado
geométrico sobre resolucion de problemas)
sobre diferentes métodos que pueden facilitar
el procedimiento de resolucion de problemas
en geometria. Pero el trabajo més maduro
entre este tipo de estudios es quizas F1 al-tahlil
wa al-tarkib de Ibn al-Haytham (Sobre analisis
y sintesis; R. Rashed 2006 [2017: 219-304]).
Un tema interesante discutido en esta area de
la filosofia de las matemaéticas fue la naturaleza
de los problemas indecidibles; afirmaciones
de cuya verdad o falsedad no tenemos prueba.
Este tema fue discutido en particular por al-
Samaw’al (m. 1180) en el contexto de la
clasificacion de problemas geométricos en su
al-Bahir f al-jabr. Su proyecto de clasificacion



puede entenderse como una sucesion del de
Ibn Sinan (R. Rashed 1984b [1994: 41-43];
2008: sec. 3; 2015: 726-32).

2.4 Aplicabilidad y confiabilidad de las
matematicas

Si tomamos los objetos matematicos como
objetos puramente mentales o estimativos
(mawhiim) que estan construidos por el
mecanismo de la abstracciéon y no tienen
una realidad extramental, entonces es
dificilmente justificable que las matematicas
y/o los modelos matematicos por si solos
puedan darnos un conocimiento confiable del
mundo extramental. No deberia sorprender
que aquellos que respaldan una version no
platonica y no literal de la ontologia de las
matematicas encuentren esta ciencia menos
segura y quizds menos valiosa que ciencias
como la fisica y la metafisica. Es por eso que
algunos académicos contemporaneos, que han
leido a Avicena como defensor de una version
puramente abstraccionista de la ontologia de
las matematicas, argumentan que para ¢l, las
matematicas son menos utiles e inferiores a
las otras dos ciencias (Hasan 2017: 225-26;
Fazlioglu 2014: 11-13). Esta interpretacion
de la vision de Avicena es, por supuesto,
problematica si lo tomamos como un literalista
con respecto a la naturaleza de los objetos
matematicos. Motivado por preocupaciones
similares, Averroes cree que el hecho de que
el ambito de los objetos matematicos esté
separado de la realidad extramental hace
que las matematicas jueguen un papel menos
significativo en la perfeccion humana que la
fisica y la metafisica (Endress 2003: 150).
Las dudas sobre la capacidad de las
matematicas para representar con precision
el mundo extramental son atin mas frecuentes
entre los atomistas (Dhanani 1994: 101-
40; Pines 1936 [1997: 110]). Por ejemplo,
respaldando el atomismo fisico en sus obras
posteriores, Fakhr al-Din al-Razi cree que
dado que se supone que las magnitudes son
continuas en la geometria euclidiana, esta
ciencia no puede presentar una imagen precisa

del mundo atomistico discontinuo (Setia
2006: 126-28).

En su Al-Mawagqif, al-'Tji
confiabilidad de las ciencias matematicas
debido a su compromiso con entidades
estimativas que son mas fragiles (awhan)
que una telaraia. Esta analogia se refiere al
Coran 29:41 (Fazlioglu 2014: 6-7). Shams
al-Din  Muhammad al-Bukhari (m. 1429)
defiende una vision igualmente escéptica de
las matematicas en su comentario sobre el
Hikma al-"ayn de al-Katibi al-Qazwini. Como
muchos de sus predecesores, al-Bukhari
sostiene que, en comparacion con la fisica y
la metafisica, las matematicas son una fuente

desafia la

de conocimiento menos confiable sobre
las cosas concretamente existentes. Es en
respuesta a tales puntos de vista que al-Jurjani
apela a la maquinaria de nafs al-’amr para
defender la confiabilidad de las matematicas.
Acepta que los objetos matematicos son
estimativos e imaginarios. Pero cree que se
imaginan correctamente y de acuerdo con
la realidad extramental. En este sentido, son
completamente diferentes de las entidades
ficticias, como las montafias de rubies o los
hombres de dos cabezas, que no reflejan nada
en la realidad extramental (Hasan 2017: 7).
Aunque las matematicas se originan a partir de
la estimacion, ain pueden expresar verdades
significativas sobre las cosas tal como son en
nafs al-’amr. Por tanto, cree que el juicio de
estimacion puede en principio conformarse con
el del intelecto; particularmente en el contexto
de las matematicas donde los productos de
estimacion se construyen de acuerdo con
lo que percibimos del mundo extramental a
través de nuestros sentidos. Aunque los objetos
matematicos son entidades estimativas, no son
el resultado de una imaginacion fantasiosa
que no tiene conexion con la realidad, o eso
parece creer al-Jurjani (Fazlioglu 2014; Hasan
2017). La teoria de nafs al-’amr fue, entre
otras cosas, el intento mas prometedor de los
pensadores musulmanes de reconciliar una
version antirrealista de la ontologia de las
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matematicas con una version realista de las
verdades matematicas. Esta teoria pretende
proporcionar una explicacion de coémo las
matematicas, como estudio de entidades
puramente estimativas, pueden ser ttiles en el
estudio del mundo fisico. Desafortunadamente,
el alcance del éxito de este proyecto alin no se
ha estudiado exhaustivamente.

3. CONCLUSION

Lo que se presenta aqui es solo un breve informe
de los interesantes puntos de vista filosoéficos
que los pensadores musulmanes medievales
desarrollaron sobre las matematicas. De ninguna
manera es exhaustivo. Muchos aspectos de los
puntos de vista que discuti aqui aun no han
sido estudiados en la literatura secundaria.
No es exagerado decir que la filosofia de las
matematicas de muchos filésofos musulmanes
no ha sido suficientemente abordada por los
historiadores contemporaneos de la filosofia.
Pero espero que las cosas reunidas en esta
entrada hayan demostrado que la tradicién
islamica es un rico recurso para ideas y teorias
innovadoras pertinentes a la filosofia de las
matematicas (y no, como suele pensarse, solo a
los aspectos técnicos de las matematicas).
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